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を考察する間題は， Gonekの論文 [2]に始まるここで和はく(s)の非自明零点 p=
B十灼にわたってとり，重複を込める．彼はこの論文で以下の定理を示した．
定理 1.Riemann予想の仮定下で，充分大きい Tに対して




Riemann予想を仮定しているので，ここでは p= 1/2 + i"(である．
この離散平均に関して今では二乗平均にとどまらず，より高次のべき








正しければ，各 k2: 0と任意の E>Oに対して
Jk(T)≪k,1o T(logT)(k+l)三
が成り立つことを示したまた， MilinovichとNg[12]は， DirichletL-関数に対する
一般Riemann予想を仮定し，各k2: 0に対し， lowerbound 
Jk(T)≫k T(logT)(k+1)2 
を示したこれで GonekとHejhalの予想を k2: 0に対して解決するためには
Milinovichによる upperboundから eを除けば良いということになったこれについ






予想 l.k > -3/2に対して
Jk(T) ~ び(k+ 2) T (k+l)2 





a,~I] {1-p―')炉 to(r~↑ ~7k~l) ¥―m 
であって， G(z)はBarnesG関数
G(z + 1) = (2叫 exp(-t(召+1召+z))IT(i+;fe―z+峠
n=l 
である．
3この予想はk= 0,1の場合しか解決していない.k = 0の時は， Jk(T)は＜関数の零
点の個数関数N(T)に一致し， k=lの場合は先の Gonekの結果による実は， k=l
の場合はより精密な漸近式を得ることができる，というのが本稿の主定理である．
主定理を紹介するために実数値関数HardyZー 関数の定義を与える．複素変数を
s=び十itとし， h(s)= 1r―汀(s/2),0(t) = arg h(l/2 + it)とした時HardyZー 関数
Z(t)は
Z(t) = ei0(t)((t + it) 
と定義される主定理は以下である．
定理 2.Riemann予想を仮定すると，充分大きいTに対して，漸近式











実は Riemann予想の仮定下で左辺の和は J1(T)に一致する．まず， Z(t)の定義か
ら直ちに IZ(t)I= 1((1/2 + it)Iが分かるので， Z(t)の零点と ((s)の criticalline 
(]'= 1/2上の零点は一致する．次に， Z(t)の定義から
Z'(t) = ieie(t)に（；十it)-~w (~ いt)((~+it)) 
である．ここでw(s)はく(s)が満たす閑数等式
く(s)= x(s)((l -s) 
に現れる x(s)の対数微分であり，
1 




Z1(s) := ('(s) --w(s)((s) 
2 
IZ'(t)I = Z1 (い）
(1) 
4が分かる．従って， Riemann予想を仮定すると，
IZ'b)I = l('(p)I 
を得る．ここでp= 1/2十灼である．以上のことから，主定理における和とみ(T)が一
致することが分かり，従って主定理がGonekの結果の改善になっていることが導かれ
るところがこの結果のプレプリント [9]をarXiv上に uploadしたところ， Milinovich
氏の指摘により， ConreyとSnaith[1]が漸近式
ふ(T)=「(1log4 !:_二log3!:_ + (翌-]'.!_) logこ。241r 21r 31r 加 21r 1r 21r 
-\~ 十恥;''+?;) log cf,; 
＋臼＋恥!"/1+ 7; 十 41;12+ ::) (1 + O(t—½+1o))dt 






























島 (T)= 21ri la((s)('(s)('(l -s)ds 
と書ける．ここで Cは， c+ i,c + iT, 1 -c + iT,1 -c + iを頂点とする四角形で，
cは一先ず 1より大きい実数として，後で具体的に決めるものとする．筆者の場合は
C = 5/8としたのだが，結果には特に影轡はないいま， Riemann予想を仮定している
ので，それから従うことが知られている Lindelof予想による評価
応 +it)I≪正 +c (u::; 1/2,t::,: 1) 
を用いると上記の積分の水平方向はO(Tc一ら+c)と評価できる．従って M1(T)は
M1(T) =上Jc+iTf:_(s)Z1(s)Z1(l -s)ds 
2面 c+i ( 
＋ ー (s)Z1(s)Z1(l-s)ds + O(Tcーら十"')
l /1-c+i (' 
2而 1-c+iT ( 
となり，第一項の積分を Ii,第二項の積分をらとおくと，く(s)の関数等式を利用する
ことで I2が
1 1-c+iT I 
h=一珈ij ~(s)Z1(s)Z1(1 -s)ds +万
1-c+i X 
となることがわかる従って， M1(T)は結局
1 1-c+iT I 







―21ri J いs)Z1(s)Z1(l-s)ds + O(Tc一ら十c)
½+i X 
1 T t 
= -J log -Z'(t)2dt + O(Tc-½+e:) 
21r 1 21r 
6となる最後の等式には漸近式
f (~+ it) = -log~+ 0 (i) . 
を用いた.Milinovich氏の証明では上の積分が
土1Tlog~('(~+ it) 2 dt
に罹き換わるのだが，それぞれの積分を計算する際に異なる結果を引用する．筆者の証
明の場合は Hall[4]による以下の結果を利用する．
定理 3.各k= 0,l, 2, ・・・，と充分大きいTに対して
IT z(k)(t)2dt= l TP2k+l log'!_ 叫 +1) (21r)+o(Tぎ log2k+½T) (2) 
が成り立つ．ここで P2k+1(x)は




W9(v) =石Jevlog9 udu. 
゜一方で， Milinovich氏が引用したのは以下の Ingham[7]の結果である．
定理 4.各k= 0,1, 2, ・・・，と充分大きい Tに対して
1T (k) (t+ it) 2 dt= 2k~l TQ2k+1 (log土） + O(T½log2k+2 T) (4) 
が成り立つ．ここで Q2k+1(x)は
2k 
Q2k+1(x) = W2k+1(x) + (2k + 1) L(l + 6h,2k)(-1t,hW2k-h(x) 
h=O 
で与えられ， 6h,2kはKroneckerの8である．
誤差項に注目していただきたい. z(k)(t) の二乗平均の場合は O(T¾log2k+½T) で





e―iB(t)(-1tz(kl(t) = F(t) + (-Itx (~+it)+ E(t) 
を考察することで上記の平均値を計算した．ここで，












2ni c+i ( 
の計算である．まず， Z1(s)は関数等式
Z1(s) = -x(s)Z1(1 -s) 
を満たす．この関数等式と Z1(s)の定義により
1 T (' 




-t; 1T w(c + it)2く(c+ it)('(c + it)x(l -c -it)dt 
を得る．次に Gonek[2]によって証明された補題を用いるので，以下に紹介しておく．
8補題 1. {bn}~=l を任意の c:>0 に対して如くくがを満たす複素数列とする．さらに
a>lかつ m を非負整数とすると，充分大きい Tに対して，
土［（言い"") x(l -a -U) (10g~r dt 
= L 加(lognr+ O(Ta—打logT)門．
l~n~T/21r 
が成り立つ．




X t 1 





h~t;[(図二）（言~~り） x(l -c -it)dt 
L A(m)D(n) + O(Tc-2), 
l<::'.mn<; [:; 
となる．ここで
D(n) = Llogdlog-n 
din d 
9である．次に Perronの公式によって
L A(m)D(n) = -1 Ja+iT〈I 2が
21ri 
-(s)('(s) -ds + R 
mn<x a-iT 
ぐ 2が 1= -Res-(s)('(s) - -
s=l ( 
Jb+iT£:_(s)('(s)2竺ds
s 2が b-iT  
+ 2~i1口 %(s)('(s)2~ds
+ l ja-iT£:_(s)('(s)2~ds + R 
2吋 b-iT( S 
= -Res£:_(s)('(s)2三+O(xbTs +砂T―i+s)+R
s=l S  
を得る．ここで RはPerronの公式に現れる誤差項であって，
研 Xb
R«-logx+ — +xc 
T T 
である（例えば [13]を見よ）. bは，筆者の場合は b= 5/8としたのだが， Milinovich氏
の場合は b= 1/2 + (logx)-1としている．筆者の結果を得るには特に影響は無いが，
最終的な誤差を O(Tも+c)とするためには後者のように取らねばならない.aの場合，





のような関数等式は知られていない．そこで Milinovich 氏は，び ~1/2 と t~1 に対
して
〈'(1-s) = x'(l -s)((s) -x(l -s)('(s) 
t 
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